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Trabalho Prático #4 – Leis do Pêndulo Simples




1. Abordagem teórica com o intuito de obter as leis apresentadas na introdução teórica do guião da experiência em foco:
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Em primeiro lugar deveremos estudar o movimento pendular com base nas forças que sabemos actuar sobre o pêndulo (desprezando o atrito e outras forças não conservativas temos: a Força gravítica e a Tensão do fio ao qual o corpo oscilante se encontra preso).
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O esquema à direita pretende ilustrar as forças actuantes no movimento pendular. Podem-se assim decompor as forças em duas componentes de um eixo xy não estático. Isto é, um eixo no qual teremos sempre o versor unitário ex na mesma direcção que a componente tangêncial ao movimento (i.e. ex = v / ||v||), e sendo assim ao versor unitário ey ser-lhe-á sempre prependicular tomando a direcção da componente centripeta (normal) ao movimento.
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Através desta decomposição e aplicando a segunda lei de Newton (F = ma):
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Vectorialmente:

(x) Fg(x) = mat
(y) Fg(y) + T = mac

Escalarmente:

(x) sen( Fg = m at
(y) T - cos( Fg = m ac (obtivemos assim a fórmula (A) da Introdução Teórica no guião deste Trabalho Prático visto cos( Fg = Fg(y))

Convem-nos agora converter este referêncial cartesiano num referêncial de coordenadas polares podendo assim usar as grandezas correspondentes de aceleração ângular ((), velocidade ângular (() e o ângulo (() como referência de posição (tal como r no referêncial cartesiano).

Para o cálculo do período (T), do movimento em que o pêndulo parte de um dado ãngulo ((max – ver nota) e retorna ao mesmo, poderiamos utilizar a relação que este tem com a velocidade ângular, i.e. T = (osc / (, onde (osc é o ângulo percorrido em cada oscilação (4 (max neste caso).

Mas desta forma como sabemos que a velocidade de lançamento é nula e temos que: ( = (0 + (0 t + (/2 t2, onde (0 = 0 e (0 = (max ou - (max (dependendo do referencial usado, mas os resultados obtidos num caso são exactamente os mesmo que obtidos pelo outro visto que para cada o vector ( também se inverter – neste caso iremos considerar (0 = - (max).

Ora para estudar o movimento de partida e retorno a (max teremos apenas que o corpo se vai descolcar de - (max a (max e regressar então a - (max.

Para o cálculo de T poderiamos considerar que este é igual ao t da equação de ( quando ( = - (max. Mas quando ( = - (max, t poderá igualar 0, ou nT ((n ( (+), logo é mais simples utilizar outra abordagem.

Sabemos que o movimento de ( = (max para ( = 0 leva exatacmente o mesmo tempo que os movimentos de ( = - (max para ( = 0 (e vice-versa) e de ( = 0 a ( = (max.

Sendo assim podemos considerar t = ¼ T, sendo (0 = - (max e o (  = 0 para t = ¼ T:

(max = 1/2 ( t2 = 1/2 ( (1/4 T) ( (max = 1/32 ( T2

Sabemos também que ( = at / r (pela definição de aceleração angular), onde r é o raio da trajectória no caso r = L (comprimento do fio).

Sendo assim podemos obter ( a partir da aceleração tangêncial:

( = (sen( Fg) / (m L)

Como Fg = m g – onde g é a aceleração da gravidade:

( = sen( g / L

Logo:
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Ora, analogamente ao processo utilizado no guião da experiência em causa, poderiamos ficar tentados a considerar sen ( ( (max (para valores de ( - em radianos, claro - próximos de 0). Chegariamos assim a um resultado (erróneo):
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Contudo tal não é possível visto sen( representar não um valor contante do ( final no movimento de (max a ( = 0, mas sim o ãngulo ( ao atravessar cada um dos seus valores ao longo do descolamento algo que é facilmente associado com a noção de integral (duplo) no caso sen( = sen ((((()dt).

Apesar da impossibilidade de resolver esta integração através dos nossos conhecimentos matemáticos o resultado final devereia ser (possivelmente através de uma integração por séries): 
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(resultado obtido pelo autor do livro Mechanics (3rd Edition) – Adison-Wesley 1971, K. R. Symon na secção 5.3)

2. Verificação da influência da amplitude do movimento no período do pêndulo.

2.1 – Em forma de resposta à pergunta colocada no guião podemos dizer que para valores de ( próximos de 0 (isto em radianos e não em graus) o valor do sen( ( (. Colocado de outra forma:
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2.2 – A necessidade preventiva de iniciar a medição do período de um determinado número de oscilações após o pêndulo ter já executado algumas oscilações é algo que podemos explicar facilmente através da utilização do tempo que esperamos para inciar as medições para observar o que se passa com o pêndulo.

Notamos que, conforme o cuidado do laçamento o pêndulo irá rodar mais ou menos sobre si e sofrer algumas outras perturbações físicas no seu movimento oscilatório (por exemplo o fio que o suporta vibrar fazendo o pêndulo subir e descer). Ora este tipo de perturbações sobre o pêndulo é fruto de um lançamento em que estamos, mesmo sem intenção, a transferir energia para o pêndulo (nomeadamente a energia cinética de rotação). Pois como todos os corpos sob forças dissipativas (atrito, etc) também o pêndulo irá "perder" (transferir) esta energia após algumas voltas, após as quais deixamos de ver o pêndulo a rodar sobre si. Sabemos também que irá acontecer o mesmo à energia cinética (máxima quando o pêndulo atinge o ponto mais baixo da trajectória) que o permite executar o seu movimento, mas a dissipação envolvida neste movimento é muito inferior (apenas o atrito de fricção com o ar e poucos mais), por isso é que o movimento oscilatório do pêndulo dura muito mais do que o movimento de rotação sobre si próprio e outros.

Ora quando vamos medir o período a partir deste momento, já sem rotação e outras perturbação do corpo pêndular, é como se estivessemos a libertar o pêndulo da altura correspondente mas sem perturbação alguma.

Massa do pêndulo, m = (706,10 ( 0,01) g

1ª Amplitude

Tempo de 10 oscilações

Med. #
1
2
3
4
5

(t (s)
13,850
13,850
13,850
13,851
13,852

(t = (13,851 ( 0,01) s

Como este (t corresponde a 10 oscilações então temos que o período do pêndulo é não mais que 1/10 (um décimo) deste valor:

T = (1,3851 ( 0,001) s

2ª Amplitude (superior à 1ª)

Tempo de 10 oscilações

Med. #
1
2
3
4
5

(t (s)
13,971
13,987
14,030
14,099
14,080

(t = (14,033 ( 0,01) s

T = (1,4033 ( 0,001) s

2.3 – Tendo em conta que estes resultados foram obtidos com um comprimento (L) de 44,4 cm (ver 4) podemos comparar os resultados obtidos com o resultado que seria de esperar:

L = (0,444 ( 0,001) m 
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Sendo assim é facil observar como o valor para a 1ª amplitude se aproxima mais do valor calculado, tendo apenas um desvio de 0,048 s enquanto que o desvio na 2ª amplitude é de 0,066 s (facilmente justificado com o que foi previsto teóricamente e foi já desenvolvido no ponto 2.1). Assim será de esperar que se fosse possível obter resultados muito precisos para oscilações muito pequenas (o que não é na prática) iriamos conseguir obter resultados cada vez mais próximos do esperado.

Contudo devido ao facto de quando procedemos a oscilações de uma amplitude inferior estamos a introduzir cada vez um erro maior (por exemplo devido às Forças de atrito que levam o pêndulo a parar muito mais rápidamente). Os resultados mais próximos do previsto estariam assim num "lugar" de meio termo em que o erro introduzido pela diferença entre o ângulo de lançamento e o seu seno e o erro introduzido pelas forças dissipativas são ambos suficientemente pequenos.

3. Verificação da influência da massa suspensa no período do pêndulo.

Massa do pêndulo, m = (466,42 ( 0,01) g

Tempo de 10 oscilações

Med. #
1
2
3
4
5

(t (s)
13,170
13,223
13,228
13,219
13,229

(t = (13,214 ( 0,01) s

T = (1,3214 ( 0,001) s

3.1 – O resultado obtido para o pêndulo com esta massa inferior à do primeiro é também inferior ao resultado do primeiro, o que de facto não seria de esperar. Com uma diferença de 0,064 s (5% do período total) não podemos considerar provada qualquer independência do valor da massa. Contudo também não provamos qualquer dependência do mesmo, sendo justificável esta diferença com erros aderentes à forma como o pêndulo foi lançado ou outros quaisquer que não detectamos e nem sequer fazemos ideia existirem, quem sabe se devido a alguma elasticidade do fio – por vezes reparamos na massa pendular a oscilar na vertical.

É interessante verificar que este resultado se veio aproximar mais que qualquer um dos dois anteriores do resultado previsto, neste caso, contrariamente aos casos anteriores, por um valor inferior ao esperado.

4. Verificação da dependência do período do pêndulo com o comprimento, e determinação da aceleração da gravidade.
Esquema da determinação do comprimento do fio que suporta o pêndulo:







Tempo de 10 oscilações do pêndulo, em função do seu comprimento

( 0,1 (cm)
(t1
(t2
(t3
(t4
(t5

L2 = 33,4
11,430
11,430
11,426
11,441
11,431

L3 = 36,4
11,993
11,961
11,960
11,989
11,990

L4 = 48,2
13,863
13,860
13,860
13,860
13,869

L5 = 45,1
13,360
13,357
13,350
13,350
13,350

L6 = 39,4
12,490
12,487
12,480
12,470
12,470

L7 = 41,0
12,721
12,720
12,720
12,720
12,720

L8 = 30,1
10,856
10,894
10,883
10,875
10,904

Gráfico para o Período (T) - 1/10 da média dos (t

(L (cm)
T (s)

5,78
1,1432

6,03
1,1979

6,94
1,3862

6,72
1,3353

6,28
1,2479

6,40
1,2720

5,49
1,0882

4.1 – Como se pode ver pelo gráfico a relação entre o valor do período e o valor da raiz quadrada do comprimento do fio do pêndulo é uma proporcionalidade directa, o que vem confirmar a relação expressa pela fórmula obtida. 

Determinação da ordenada na origem



Ordenada na origem (x = 0) = 0: (0,0)

Cálculo do declive:

Valores médios:

Tm = (1,2387 ( 0,001) s


[image: image6.wmf]L

m = (0,625 ( 0,001)
[image: image7.wmf]m



[image: image8.wmf]g

L

T

p

2

=

 ( 
[image: image9.wmf]g

L

T

1

2

p

=

= (1,982 ( 0,01)
[image: image10.wmf]m

s


Cálculo de g:
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4.2 – O valor obtido para g é apenas 2,5% superior ao valor esperado (9,8 m s-2). Ora, tendo em conta as variações nos resultados obtidos no ponto 2 deste trabalho prático (ao mudar amplitude de oscilação) será certamente gratificante ter obtido um resultado tão próximo do valor real da aceleração gravítica.

Para obter resultados mais correctos poderiamos utilizar um pêndulo com um maior periodo de oscilação (usando por exemplo um fio bastante mais comprido) e com uma massa maior (o que reduz o efeito de dadas perturbações exteríores, tornando por exemplo o efeito da massa do fio muito menos visivel).
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Nota: Na notação usada um vector é representado por uma letra a cheio (ex: v).





Nota: Ligação do Modelo teórico com o apetrecho prático utilizado na experiência.






































O apetrecho prático torna a experiência mais precisa e de simples realização ao limitar o movimento da esfera a um plano bi-dimensional (().











Apetrecho prático
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Modelo








"corte" lateral (()





Nota: O ângulo de onde o pêndulo é lançado será o ângulo máximo ((max) visto a sua energia cinética logo após ser largado ser idealmente nula (tal como a sua velocidade) – o pêndulo é lançado do repouso – logo a aceleração tangêncial (derivada da velocidade) será máxima, sendo para este instante a componente tangêcial ao movimento da força gravítica máxima, e daí prova-se que também o será ( (Fg(x) = sen( Fg).





Nota: Tentamos chegar ao resultado correcto sem utilizar uma analogia com os resultados obtidos no estudo do movimento oscilatório e que nos permitirão estudar este movimento que se trata não mais de um movimento harmónico.


De qualquer forma não nos foi  possível atingir directamente o resultado mas cremos ter apenas sido limitados pelos nossos conhecimentos matemáticos, e pelo que conseguimos apurar a partir do resultado obtido seria "trivial" (no sentido matemático de que é possível provar algo…) atingir a fórmula utilizada no trabalho experimental.


Contudo um estudo do movimento pendular simples com base nas oscilações pode ser encontrado nos livros 1 e 3 da bibliografia consultada nas páginas 324 e 348 respectivamente.





Como foi já referido na ligação modelo-apetrecho prático no lugar de termos o pêndulo suportado por um fio sobre o qual iremos obter uma força de tensão que "suporta" o peso da massa pendular, temos sim dois fios e duas tensões diferentes que quando somandas correspondem à tensão de um único fio correspondente ao fio do modelo ideal.


O comprimento (L) deste fio "ideal" que suporta o pêndulo foi medido desde o ponto central entre os pontos onde os dois fios se suportam até ao ponto exterior da massa pendular que supomos corresponder ao seu centro de massa vista a simetria do corpo.
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L1 = (44,4 ( 0,1) cm





(utilizado nas três séries de execuções anteriores)
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